Chapitre 7

Les nombres complexes

Objectifs du chapitre :

item

références

auto évaluation

forme algébrique d’un
nombre complexe

résolution  d’équation
du second degré dans C

forme exponentielle
d’un nombre complexe

interprétation  géomé-
trique d’un  nombre
complexe
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1) L’ensemble C

1-1) Définition et vocabulaire

Théoréme et définitions :

Il existe un ensemble de nombres, noté C et appelé ensemble des
nombres complexes, possédant les propriétés suivantes :

1. C contient R ;

2. on définit dans C une addition et une multiplication qui suivent les
mémes régles de calcul que 'addition et la multiplication des réels;

3. il existe dans C un nombre 7 tel que i = —1;

4. tout élément z de C s’écrit de maniére unique z = = + iy, avec
xr et y réels.

Définition :

L’écriture z = = + iy, avec x et y réels est la forme algébrique (on dit
aussi I’écriture algébrique) du nombre complexe z.

x est la partie réelle de z : elle est noté Re(z).

y est la partie imaginaire de z : elle est noté I'm(z).

EXEMPLES :
*2=—445i: Re(z) =—4et Im(z) =5
* 2 =13 Re(z) =3 et Im(z) =0

2 2
*Z:§i:Re(z):OetIm(z):§
REMARQUES :

* Lorsque y = 0, 2z est réel.
* Lorsque x = 0, z = iy (avec y réel), z est imaginaire pur.

* 0 est le seul complexe a la fois réel et imaginaire pur.
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1-2) Opérations dans C

Pour effectuer des calculs dans C, il suffit d’utiliser i> = —1 et les mémes régles de calculs
que dans R. Soit deux nombres complexes écrits sous la forme algébrique :

z=x+iyetZ =a +1iy, avec x, y, 2’ et iy réels.

Somme de deux nombres complexes :

242 =@+ + @ +iw)=(x+2)+i(y+v)

Produit de deux nombres complexes :

22 = (v +iy) x (o' +iy) = (v2" — yy') +i(xy’ + 2'y)

Inverse d’un nombre complexe non nul :

r 1  z—uy

z  xtiy a2 4y?

Ce dernier résultat se retrouve en multipliant le numérateur et le dénominateur de 5
x + iy

par x — ib. Ensuite, on utilise I'identité remarquable (A + B)(A — B) = A? — B? et i2 = —1.

Quotient de deux nombres complexes :

z x4y . 1
- = — = (z +1y) x .
2/ l‘/ + Zy/ I'/ + 7/y/

1-3) Egalité de deux nombres complexes

Propriété :
Deux nombres complexes sont égaux si, et seulement si, ils ont la méme
partie réelle et la méme partie imaginaire.

REMARQUES
* Un cas particulier important : z = 0 si, et seulement si, Re(z) = 0 et Im(z) = 0.

* Cette propriété est une conséquence de 'unicité de I’écriture d’'un nombre complexe sous
forme algébrique.

En effet, si 2 = x +1i y est égal & 2/ = 2’ + ¢ 9/, alors :
z—2Z =x—2"4+1(y—y')=0;le nombre z — 2z’ a donc pour partie réelle 0, ce qui donne :
x—12' =0soit x =1
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De méme, ce nombre z — 2’ a pour partie imaginaire 0, ce qui donne y — 3’ = 0, soit y = ¥/.

Au final, on a bien montré que si z = 2/, alors ils ont méme partie réelle et méme partie
imaginaire.

Réciproquement, il est évident que si deux nombres complexes ont la méme partie réelle et
la méme partie imaginaire, ils sont égaux.

2) Conjugué et équations du second degré

2 -1) Conjugué d’un nombre complexe

Défintion :
Soit z = x + 1y

Le nombre complexe x — iy est appelé conjugué de z et noté z; ainsi,
zZ=x—1y.

EXEMPLES

3—2i=342i;5=>5;5i=—bi

Propriétés :

Soit z et 2z’ deux nombres complexes.

l. 24+ 2 =Z+ 2
2. z2x2Z=7x2

3. pour n entier naturel, 2 = z"
p )

_ 1 1 z z
4. si zest nonnul, alors [ — | =—-et { — ) =—
z Z z Z

5. 22 = (x +iy) (2’ +iy) = 2° + ¢*
Le nombre zZ est un réel positif ou nul.

6. z est réel si, et seulement si, il est égal & son conjugué.
zestréel & 2z =72
7. z est imaginaire pur si, et seulement si, il est égal a 'opposé de son
conjugué.

z est imaginaire pur < z = —2
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ELEMENTS DE DEMONSTRATION :

1. Soit z=x+iyet 2/ =2’ +iy :
z+d=(r+iy)+ (@ +iy)=(r+2)+ily+y) =v+2" —i(y+y)

Or,z+2 =(x—iy)+ (@' —iy)="o+2") —ily+y), donc z+ 2/ =7+ 2/

On procede de méme pour démontrer les propriétés 2. et 4.
3. La preuve peut se faire grace & un raisonnement par récurrence.
6. Soit z = x + iy ; 2z réel équivaut a y = 0.

z = 7 équivaut a x + iy = x — 1y, c’est-a~dire y = 0, ce qui montre 1’équivalence.

2 - 2) Equations du second degré a coefficient réel

Théoréme :

On considére I'équation az? 4+ bz + ¢ = 0, dont 'inconnue z est un nombre
complexe, et les coefficients a, b et ¢ sont des réels, avec a # 0.

On note A le réel b? — 4ac, appelé discriminant.

1. Si A > 0, alors I’équation admet deux solutions réelles :

—b—\/Zet —b+ VA

2a 2a

2. Si A =0, alors I’équation admet une solution réelle : 2
a

3. Si A <0, alors I’équation admet deux solutions complexes conju-
guées :
—b—iv—-A ; —b+ivV—A
e

2a 2a

DEMONSTRATION :

Pourle cas A > 0 :

On retrouve les résultats prouvés en classe de 1°¢. Comme R C C, les solutions restent les
mémes dans C.

Pour le cas A < 0 :

N b\> B g
Z R _— — —
2a 4a2  a

Si A<0,—A >0 et donc —A = (\/—A)2
(+2) - (%)
2+ =] —

2a 2a

On peut alors factoriser cette expression : az?+bz+c = a (z +

az?+bz+c=a =a

b P A
T 9 4a?

2

Onaalors: az?+bz+c=ua

+b—z’
Z —
2a

33

2a

)
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Cette forme factorisée permet d’en déduire les solutions de I’équation az? + bz + ¢ = 0.

EXEMPLE :
Soit dans C I'équation 2% — 6z + 25 =0
A = —64, soit (8i)%; 'équation admet donc deux solutions complexes conjuguées :

_ 6-—38i
2

21 =3 —4diet =7 =3+ 41

3) Représentation géométrique

3-1) Affixe d’un nombre complexe

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, @, ¥). 1l est ainsi appelé plan com-
plexe.

Définition :
A tout nombre complexe z = x+ 1y avec = et y réels, on

associe dans le plan complexe un point M, et un seul,
de coordonnées (x;y). y M(2)

Réciproquement, & tout point M de coordonnées (z;y)
du plan complexe, on associe le nombre complexe
unique z = x + 1y.

el

e
z est appelé affixe du point M ou du vecteur OM. ol = P

Le point M est appelé le point image de z.

EXEMPLES :
— Le point A d’affixe 2i a pour coordonnées (0;2).

— Le point B d’affixe —i a pour coordonnées
(0; —1). t

A (2i) C(3 +2i)
— Le point C' d’affixe 3 + 2i a pour coordonnées v
(3;2). D(-2,5 O] @
B (=i
— Le point D d’affixe —2,5 a pour coordonnées i
(—2,5;0).
Propriétés :
(1) 243 = 2B — 24 (2) 2mym = 2w + 2w
) . - za+ 2B
(3) zpw = k 23, avec k réel (4) Soit I le milieu de [AB], z; = 5
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DEMONSTRATIONS

(1) ﬁ a pour coordonnées (xp — T4 ; Yp — ya), donc :
zap =T —Ta+i(yp —ya) = (B +1iyp) — (va +iya) = 2B — 2a.
On a bien z43 = 25 — za.

Les propriétés (2), (3) et (4) se démontrent de la méme maniére avec les coordonnées des
vecteurs ou des points.

3 - 2) Module et argument d’un nombre complexe

Définitions :

Soit z = x + iy un nombre complexe et M le point
d’affixe z. M(z)
Le module de z, noté |z| est la distance OM, c’est-a-

dire le nombre réel \/x? + y2.

Un argument de z (avec z non nul), noté arg(z) est

une mesure de 'angle orienté (7 ; OM)

EXEMPLES :
*13—2i| =944 =+13

. .. . . . ™
* 1414 est sur la premiére bissectrice : il a pour argument T

REMARQUES
*|z| = 0 équivaut a z = 0.

* Le réel 0 n’a pas d’argument, car I’angle n’est pas défini si M est en O.

Propriétés :
(1) |2 = 22
(2) Tout réel strictement positif a un argument égal a 0.
(3) Tout réel strictement négatif a un argument égal a .

(4) Tout nombre imaginaire pur, de partie imaginaire strictement positive a un

argument égal a 5 et tout nombre imaginaire pur, de partie imaginaire strictement

. 3 .
négative a un argument égal a 3

ELEMENTS DE DEMONSTRATIONS

2
(1) avec z = x + iy, |z|* = (x/xz—l—y?) = 2%+

d’autre part, 2z = (z + 1y)(z — iy) = 2% — (i?)y* = 2* + ?

(2), (3) et (4) se « controlent » a 'aide d’un schéma sur un repére.
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Propriétés :
(1) Pour tous points A et B d’affixe z4 et zp, AB = |25 — 24|

(2) Pour tous points A et B distincts d’affixe z4 et zp :
(W zﬁ) =arg(zp — za) + k27 (k € Z)

DEMONSTRATIONS :

S
(1) Soit M le point du plan tel que OM = /@; alors M a pour affixe zg—24;0r, OM = AB
donc AB = |zp — z4]

2) (T ; AB) = (0 ; OM) = arg(zp — 24) + k27 (k € Z)

4) Forme trigonométrique et propriétés sur module et
argument

4 - 1) Forme trigonométrique d’un nombre complexe non nul

Définition :
Pour tout nombre complexe z non nul, z = r(cosf + i sinf) avec r = |z
et 0 =arg(z).

Cette écriture est appelée forme trigonométrique d’un nombre com-
plexe.

EXEMPLES :
T

*izcos%—i—z’sing car |i| =1l et argi= (u; U) =

* -3 =3(cosm +i sinm) car | — 3| =3 et arg(—3) = (4 ; —uU) = —7

Comme ’écriture d’'un nombre complexe sous forme algébrique est unique, il existe un lien
entre les formes trigonométriques et algébriques.
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Propriété :

Soit z un nombre complexe non nul, de forme algébrique z = x + iy, avec
|z| =r et arg(z) = 0. Alors;

= VAT

T
cosfl = — et sinf = y
r r

équivaut a

T =1 cosl
y =1 sinf

EXEMPLES :

T
* Soit 2 le nombre complexe de module /2 et d’argument 4 il s’écrit :

21:\/§<cos(_7ﬂ>+isin(_7ﬂ>):\/§<\/7§—§i>:1—2'

* Soit le complexe zo = —1 + 7 /3 ; son module est égal & /1+ 3 = 2.

. ) 1 , 3 27
Si 'on note € un argument de zy, on aurait : cosd = ——= et sinf = —, donc 6 = 3

4 - 2) Propriétés sur les modules et les arguments

Propriétés :

Pour tout nombre complexe z non nul : o

(1) 2] = |- o

(2) arg(z) = —arg(z) + k21 (k € ) 12 ot

(3) | _ Z] _ |Z| | (ﬁj‘!/( z|) = —arg(z)
(4) arg(—z) = arg(z) + 7+ k2xw (k € Z) My(—2) My(z)
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Propriétés :
(1) Somme : pour tous nombres complexes z et 2’ :
|z 4+ 2| < |z| +|7/| (inégalité triangulaire)

(2) Produit : pour tous nombres complexes z et 2’ non nuls :

|22'| = |2||2/] et arg(22') = arg(z) + arg(2’') + k27 (k € Z)

(3) Puissance : pour tous nombres complexes z et 2z’ non nuls, et pour
tout n non nul de N :

|2 = |2|™ et arg(z") = n arg(z) + k27 (k € Z)

(4) Quotient : pour tous nombres complexes z et 2’ non nuls :

!/ |Z/| Z/
= [l et arg | — | = arg(z’) —arg(z) + k27 (k € Z)
z 2

z

DEMONSTRATIONS :
(1) L’inégalité sur les modules traduit 'inégalité triangulaire sur les distances vue au collége.
En notant M et M’ les points d’affixe z et 2/, ona: OM = |z|, OM' = || et M'M = |z— 7|
L’inégalité triangulaire donne : MM’ < OM + OM’, soit : |z — 2| < |z| + ||
En remplagant —z' par 2", on obtient : |z + 2"| < |z| + | = 2"|; or, | = 2| = |Z”|
Soit au final, |z + 2"| < |z| + |Z”|
(2) On écrit z et 2’ sous forme trigonométrique :
z =1(cosh + i sinf) et 2 =1'(cost + i sind') avec r > 0 et ' > 0
Alors : z2' = r(cosh + i sinf) x 1'(cosh' + i sinf') ; aprés calculs, on obtient :
22" = r1'[(cosl cost — sinf sind’) + i(sinf costd + sinb’ cosh)]
En utilisant les formules d’additions sur les cosinus et les sinus, cela donne :

zz' = rr'[cos(0+60")+1i sin(0+0")] : cela montre que zz" a pour module 7’ et pour argument
0 + 0, ce qui prouve le résultat proposé.

(3) La preuve peut se faire par un raisonnement par récurrence.

Z,

(4) On pose Z = —; Ainsi, 2’ = zZ et on applique les résultats donnés en (2).
z
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5) Notation exponentielle et applications

5-1) Notation exponentielle

Posons f(6) = cos 0 + i sin 0, avec 6 € R.

Alors, f(6) x f(¢') = f(0 +6") (d’aprés une propriété vue précédemment)

Ainsi, la fonction f vérifie la relation fonctionnelle des fonctions exponentielles.

Si on admet que les régles de dérivation sont applicables aux fonctions & valeurs complexes,
la fonction f est dérivable sur R et alors, pour tout réel 8, on peut écrire :
f(0) =—sin 0 +icos 0

D’ou f'(0) = i(i sin 6 + cos 0) =i f(0); par ailleurs, f(0) = 1.

Pour ces raisons, on adopte la définition suivante :

Définition :

Pour tout réel 0, on pose e'? = cos 0+ i sin 0

EXEMPLES :

REMARQUES :

# 16 = 1

*arg (¢'?) =6

* cos(f) = Re(e) et sin(0) = Im(e)

Propriétés :
Pour tous réels 6 et 8’ :

(1) elf x et 0 — i (0+0")

(2) —; =e 0 =¢if

(4) ()" =e'" avecn €N
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5 - 2) Applications
Trigonométrie

Les formules (1) et (3) permettent de retrouver les formules d’addition et de duplication en
réécrivant les égalités a I'aide des formes algébriques. On obtient alors :

cos(0 +0') = cos 0 cos §' — sin 0 sin ¢’

sin(f +6') = sin 0 cos 0" + cos Osin 0

cos(f — 0") = cos 0 cos ' + sin 0 sin 0’
sin(0 —0') = sin 0 cos 0’ — cos 0 sin ¢
On obtient également :
cos(20) = cos*0 — sin*0
sin(20) = 2 sin 6 cos 6
Propriété :
Pour tout réel 6,
i6  ,—if i6_ —if
cost) = € re et sinf = L
2 2

DEMONSTRATION :

Il suffit de remarquer que e~*? = cosf — i sinf et d’effectuer les calculs dans les écritures

fractionnaires proposées.

Les nombres complexes permettent de résoudre des problémes de géométrie

EXEMPLE :

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct, on considére les points A, B et C' d’affixes
respectives :

ZA:3+i,ZB:2—i€tZC:1+2i

On va montrer que le triangle ABC' est un triangle rectangle isocéle en A.

C (1 +2i)

S
h
—
(3
I
=
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Un travail sur les modules donnera des renseignements sur les longueurs; un travail sur les
arguments donnera des renseignements sur les angles.

On veut prouver que AB = AC'; en terme de module, cela revient a |zp — za| = |20 — 24l ;
c’est pourquoi on est amené a calculer les expressions des nombres complexes zg — 24 et
- « . 1. *AB T %A
zo — za; pour se faciliter la tache, on calculera le rapport des deux, c’est-a-dire ———
RC T %A

Ny PB4 2=i=3—i  —1=2 (-1-20)(=2-i) 2+i+4i+2?
insi, = . = - = . = =
zc—za 1+20—3—-i —2+4+1 —2+14)(—2—1) 5
Module :
— — - AB
EBTEAL li| = 1; comme BT AN 25 = 2 = , on obtient : AB = AC'
20— Za 20— 24 lzo — z4| AC
Argument :
ZB — RA
arg <—) = arg(zp —za) —arg(zc — za)
20 — ZA

— (i; AB) — (@ ; AC)
— (¥ AB)+ (AC; )
— (AC; AD)

Ainsi, arg <M> = (1@ ; zﬁ) a 21 prés.

ZC — A
Or, arg EBT AN arg(i) = z, d’ou (1@ : 1@) .
20 — ZA 2 2
Conclusion :

Le triangle ABC' est tel que AB = AC' et (1@ ; 1@) = g ; ¢’est bien un triangle rectangle

isocele en A.

REMARQUE :

On aurait trés bien pu résoudre le probléme proposé par des méthodes « classiques » de
géométrie, mais 'utilisation des nombres complexes est particuliérement efficace.
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