Externat Notre Dame Devoir Surveillé n°3 (Tle S) Samedi 5 Avril 2014

durée:4h calculatrice autorisée
Dans tout ce devoir, la qualité de la rédaction et le soin seront pris en compte dans la notation.

Les exercices pourront étre traités dans I'ordre de votre choix.

Bien indiquer les numéros des exercices

Les éleves suivant 'enseignement de Spécialité rédigeront 'exercice quileur est réservé sur une feuille
apart.

Exercicel : /2 points
Commun a tous les candidats
Restitution organisée de connaissances

Définition : dire que deux évenements A et B d'un méme univers sont indépendants est équivalent a
dire:
P(ANnB) =P(A) x P(B)

On rappelle par ailleurs la formule des probabilités totales : «si A; et A2 sont deux événements incom-
patibles, alors pour tout événement B, ona: P(B) = P(BN A1)+ P(Bn A2).»

En utilisant cette définition et au besoin ce théoréme, montrer que si les événements A et B sont in-
dépendants, alors les événements A et B sont indépendants (ou B désigne I'évenement contraire de
I'évéenement A).

Exercice2 : /4 points

Commun a tous les candidats

Cet exercice est questionnaire a choix multiples constitué de quatre questions indépendantes. Pour cha-
cune d’elles, une seule des quatre propositions est exacte.

Le candidat indiquera sur la copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse
choisie. Aucune justification n'est demandée.

Il sera attribué un point si la réponse est exacte, zéro sinon.

1. Dans un stand de tir, la probabilité pour un tireur d’atteindre la cible est de 0,3. On effectue n tirs
supposés indépendants. On désigne par p,, la probabilité d’atteindre la cible au moins une fois
sur ces 7 tirs.

La valeur minimale de n pour que p,, soit supérieure ou égale a 0,9 est :
a. 6 b. 7 c. 10 d. 12

L'évenement «le tireur atteint la cible au moins une fois » est le contraire de I'évenement «le tireur
rate toujours sa cible ». On a donc p,, = 1-0,7". Par conséquent :

Pn>09 << 1-07">09 < 0,1>0,7" < In(0,1) > nIn(0,7) <

In(0,1)

In(0,7) =
In(0,1)

T
In(0,7)

n.

= 6,4. La plus petite valeur possible de n est donc 7 : réponse b).



2. On observe la durée de fonctionnement, exprimée en heures, d'un moteur Diesel jusqu’a ce que
survienne la premiere panne. Cette durée de fonctionnement est modélisée par une variable aléa-
toire X définie sur [0 ; +oo[ et suivant la loi exponentielle de parameétre A = 0,0002. Ainsi, la pro-

t
babilité que le moteur tombe en panne avant l'instant t est p(X < 1) = f Ae M dx.
0

La probabilité que le moteur fonctionne sans panne pendant plus de 10000 heures est, au mil-
liéme pres :

a. 0,271 b. 0,135 c. 0,865 d. 0,729

La probabilité que le moteur fonctionne sans panne pendant plus de 10000 heures est : p(X >

10000 10000
10000) = 1 - p(X < 10000) =1—f AeMdx=1- [—e‘“]
0

= ¢~0:0002x10000 _ 52 _ 135 -

réponseb).
3. Un joueur dispose d'un dé cubique équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6. A chaque
lancer, il gagne s’il obtient 2, 3, 4, 5 ou 6; il perd s'il obtient 1.
Une partie est constituée de 5 lancers du dé successifs et indépendants.
La probabilité pour que le joueur perde 3 fois au cours d'une partie est :
125 b 625 25 d 3

a. . — c. .
3888 648 7776 5

Le nombre X de fois ot le joueur perd au cours d'une partie suit la loi binomiale (5, %), donc:

125

X = 3 = 5 l 3 é 2 =
p( ) =(3)(5)"(3) 3888
4. Soient A et B deux événements indépendants d'un méme univers Q tels que :

p(A)=0,3 et p(Au B) =0,65. La probabilité de 'évenement B est :
a. 0,5 b. 0,35 c. 0,46 d. 0,7

:réponse a).

A et B sont indépendants, donc p(An B) = p(A)p(B).
Légalité p(AuB) = p(A) + p(B) — p(An B) devient donc:
0,65=0,3+ p(B) —0,3p(B), qui équivaut a 0,35 =0,7p(B), d'ol1 p(B) = 0,5 : réponse a).

Exercice3 : /6 points
Commun a tous les candidats
Soit f la fonction définie sur R par

4e*
sy

fo=1

On note ¥ sa courbe représentative dans un repeére orthogonal (O, 1, ] )
Sur le graphique ci-dessous on a tracé la courbe €. Elle coupe I'axe des abscisses aux points A et B.




Partie A

Lobjet de cette partie est de démontrer certaines propriétés de la fonction f que I'on peut conjecturer a
partir du graphique.

1. Lafonction f semble croissante sur I'intervalle [0 ; +oo[.
4e* (e** -1)
(e2* +1)?
La fonction exponentielle est définie et dérivable sur R et ne prend que des valeurs stricte-

ment positives, alors la fonction x — e?* + 1 est dérivable et ne s’annule pas sur R. f est
dérivable sur R.

a. Vérifier que pour tout réel x, f'(x) =

) 4e* (e** +1) —2e** x 4e* 4e* (1-e*)
Soit x€R, f'(x) = — > =— >
(e2*+1) (e2*+1)

4e* (e 1)

(e2x+1)

b. En déduire le sens de variation de la fonction f sur I'intervalle [0 ; +ool.

Pour tout réel x, f'(x) =

Pour tout réel x,
4e*
(e2*+1)
alors f’(x) est du méme signe que e** — 1.

Puisque la fonction exponentielle est strictement croissante sur R et que, pour tout x > 0, on
a2x >0, alors e2* > % soit e2* — 1> 0.

Vx €]0; +o0l, f'(x) >0 et f/(0) =0, alors

>0

‘ f est strictement croissante sur [0; +ool

2. Ladroite d’équation x = 0 semble étre un axe de symétrie de la courbe 6.
Démontrer que cette conjecture est vraie.

[ est définie sur R et, pour tout x € R,

4e™* 4e™* 4e*
= l = f(x)

—x)=1- =1- -
f=0 e~2% +1 e 2% (1+ e2¥) 1+ 2%

Ainsi la fonction f est paire et, graphiquement :

‘ la courbe € est symétrique par rapport a la droite d’équation x =0 ‘

3. On désigne par al’abscisse du point A et on pose ¢ = e“.

a. Démontrer que le réel c est une solution de I'équation x> —4x+1=0.

4e
Les coordonnées du point A sont (a,0) avec a >0et A€ 6, alors f(a)=0=1- war] =
e
2a a
e —4e“ +1
— 0= ("’ —4e%+1=0
e2a 41

Sion pose ¢ = e, alors

‘ c est une solution de 'équation x> —4x+1=0

En déduire la valeur exacte de a.

On résout 'équation x> —4x + 1 = 0; elle admet deux solutions réelles positives 2 — v/3 et

2+V3,alors ae{ln(2—v3),In(2+v3)}.
Puisque 2 — v/3 €]0; 1, alors In (2 — v/3) < 0 et, a étant positif :

a=In(2+V3)




b. Donner le signe de f(x) selon les valeurs de x.

f est strictement croissante sur [0;+oo[ et s'annule en a = In (2 + \/§) alors, en utilisant la
parité de f, on en déduit :

e f(x)>0 six€]—oo—alula;+ool;
e f(x)<0 sixe]l-a;al;

e f(-a)=f(a)=0.

Partie B

Lobjet de cette partie est d’étudier quelques propriétés de la fonction F définie sur R par :

X
F(x)= f fde.
0
1. Déterminer les variations de la fonction F sur R.

On reconnait, sous forme intégrale, I'expression de la primitive sur R qui s’annule en 0 de la fonc-
tion f, alors F est dérivable sur R et F' = f. Les variations de la fonction F sur R se déduisent alors
du signe de f(x) :

e [ eststrictement croissante sur | —oo; —aj et sur [a; +oo[;
o F est strictement décroissante sur [—a ; al.

2. Interpréter géométriquement le réel F(a). En déduire que —a < F(a) < 0.

a a
[ étant continue et négative sur [0 ; al, F(a) = f fde = —f |f(t)| dt est 'opposé de 'aire,
0 0

en unités d’aire, du domaine plan compris entre la courbe €, 'axe des abscisses et les droites
d’équations x = 0 et x = a. Ce domaine est contenu dans un rectangle dont les dimensions sont
|f(0)| =leta,alors0< —F(a)<1xa,dou:

—a< Fa)<0

3. On cherche la limite éventuelle de F en +oo.

a. Démontrer que pour tout réel positif ¢, f(£) > 1-4e™".

t
1
Soit £ € [0, +o0], H=1l-——=1-4e!x 7)
[ L f) eZt(1+e—2f) T2t
On est donc amené a comparer ——;— avec 1;
1+e2t
Soit £ >0,0na:e % >0,puis: e 2’ +1> 1,

alors, par stricte décroissance de la fonction « inverse » sur ]0; +col,

1

—7><1
1+e2t
En multipliant chaque membre par —4e~ ! <0:

—4e7!

—t
1+e2t > —de

Finalement, en ajoutant 1 :

Pour tout réel positif £, f(1) >1-4e™"

b. En déduire que pour tout réel positif x, F(x) > x—4 et déterminer la limite de F(x) lorsque x
tend vers +oo.

Soit x > 0.
Puisque l'intégrale entre des bornes croissantes « conserve ’ordre », alors (d’apres la question
précédente) :



X X
ff(t)dt>f (1-4e7")dr
& L

F(x) [t+4e1]5

X

[t+4e‘”]g:x+4e_ —4>x-4,care *>0.0Onabien:

‘ pour tout réel positif x, F(x) > x—4 ‘

Puisque lirP X —4 = 400, par comparaison :
X—+00

lim F(x)=+o0
X—+00

4. Dans cette question. toute trace de recherche ou d’initiative, méme incomplete, sera prise en compte
dans l'évaluation.

Déterminer la limite de F(x) lorsque x tend vers —co.

Puisque la fonction f est paire, on peut penser que sa primitive F qui s’annule en 0 est impaire,
c’'est-a-dire

VxeR, F(—x)=—-F(x) < VxeR, F(—x)+F(x)=0

Pour cela, on considere la fonction définie sur R par F(—x) + F(x). Cette fonction est dérivable sur
R et sa dérivée est définie, pour tout réel x, par —f(—x)+ f(x) =0 car f est paire, alors :

Pour tout x e R, F(—x)+ F(x) = F(—0) + F(0) = 0. Alors F est impaire.

Par imparité :

lim F(x)=- lim F(x)=-o00
X——00 X—+00

Exercice4 : /3 points
Commun a tous les candidats

-
On considére une droite 2 munie d'un repere (O ;1 )

Soit (Ay) la suite de points de la droite & ainsi définie :
e Apestlepoint O;
¢ A estle point d’abscisse 1;
e pour tout entier naturel n, le point A, est le milieu du segment [A, A 41].

1. a. Placer sur un dessin la droite 9, les points Ay, Ay, A2, A3, A4, As et Ag.
On prendra 10 cm comme unité graphique.

Ay =0 Ao AAAs As A
0 1

b. Pour tout entier naturel n, on note a, 'abscisse du point A;,.
Calculer ay, as, ay as et ag.

ap+ ay .
Onaay =———=0,5, puis a3 = 0,75, a; = 0,625 as = 0,6875 et
ag = 0,65625
a,+a
c. Pour tout entier naturel n, justifier 'égalité : a, ., = nfnﬂ

Puisque le point A, est le milieu du segment [A; A;+1] cela se traduit en abscisses par
anp+ ap+1

an+2 = >



. 1
2. Démontrer par récurrence, que pour tout entier n, ap+; = — 2 an +1.

1
Initialisation : -3 ap+1=-0+1=1=a;.Laformule est vraie au rang 0.

1
Heérédiré : Supposons qu'il existe p € N, p > 0 tel que ap.1 = —Eap +1, qui équivaut a ap =2 -
2ap+1.
ap+aps1 2—20p41 +apy1  2— Apy 1 . .
Alors api2 = P 5 Pr_ _ p+2 Pr_ _ 2p+ =1- EapH, donc la relation est vraie au

rang p + 1.
1
On a donc démontré que pour tout naturel n e Na,,; = — 3 an+1.
3. Soit (v,) la suite définie, pour tout entier naturel n, par
2
Un=4an— g

1
Démontrer que (v,) est une suite géométrique de raison — 7

O tout nat 1 2 L +1 2 L + 1 1 ( 2) L
n a pour tout naturel n, v, =aps1 ——=——a ——=——ap+-—=——\|ap—=|=—=vy.
p n+1 n+13 5 n 3 S dnT 3 5|93 5 Un
1
La relation pour tout naturel n € N, v,,41 = 3 v, montre que (v,) est une suite géométrique de
. 1 . 2 2
raison —E et de premier terme vy = agp — 5 = —g.
4. Déterminer la limite de la suite (v,), puis celle de la suite (a;).
) 1\ 2( 1\"
On sait que pour tout naturel n €N, v,11 = vy -3 = 3173/
1 ) 1\"
Or-1<-—<1= lim [—-=| =0.
2 n—+oo 2
Donc lim v, =0.
n—+oo
2 . 2
Comme a, =v,+—,ona lim a;=—.
3 n—-+o0o 3
Exercice5 : /2 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
1. Résoudre les équations suivantes :
5~
a. cos[—|=~-
X 2
1 1 1 T T 1 T
cos(—) = - = cos(—) = cos(—) — — = —+2knou— = —— +2k'nm (avec k et k'
X 2 X 3 X 3 X 3
nombres entiers relatifs)
1 1
Aufinal, x estdelaforme: x= -———oux= ——7+—
3 +2km -3 +2km

b. In(x+1)+In(x+7)=0
Inx+1)+Inx+7)=0 <= In((x+1)(x+7)=In(1)etx+1>0etx+7>0
Onrésout x>+ x+7x+7=1 < x*+8x+6=0

On calcule le discriminant : A=8%2—4x6x 1 =64 —24 =40
—-8—-v40
? =—4—+v10ouxy =-4++v10

Avec les conditions x+1 >0 et x+7 > 0 (qui revient a x > —1), on ne conserve qu'une solu-
tion: xp =—-4++10

Ainsi: x; =

Conclusion : & = {-4 + 10}



2. Soit P(z) =23+ (1-i)z2+ (1—i)z— i, ol1 z est un nombre complexe.
a. Montrer que i est une racine du polynéme P.
Pi)=i®+(1-Di*?+(0-i)i-i=-i—1+i+i—(-1)—i=0:iestracine de P.

b. Déterminer les nombres réels a et b tels que P(z) = (z—i)(z* + az+ b).

On développe I'expression proposée :
Pz)=Z3+az+bz—iz*—aiz—ib=2+(a-)z*+(b—-ai)z—ib

Par identification avec |'expression P(z) = Z+(1-1)z%+(1-i)z—i,onendéduit: a—i =1—1i,
b—ai=1-iet—ib=-i
Cela permet de trouver: b=1eta=1etdonc P(z) = (z — DNEZ2+z+1)
c. Résoudre (dans C) I'équation P(z) =0
P(z)=0 < (z—)(Z*+z+1)=0 < z—i=00uz’+z+1=0

Onrésout z2+z+1=0:A=12-4x1x 1 = -3 donc deux solutions complexes conjuguées :
1+iv3 1-iv3
= etz =
2 2

<1

)

1+iv3 1-iv3
Au final, I'équation P(z) =0 a trois solutions : ¥ = { i; 2\/—' 2\/— }
Exercice6 : /3 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Soit Z un repere orthonormé de I'espace.
Soient A et B les points de coordonnées (3;2;0) et (1;0;2).

1. Donner, en justifiant votre réponse, 'équation paramétrique de parametre ¢ de la droite (AB).

1-3=-2
On détermine les coordonnées du vecteur AB:{ 0—2=-2
2—-0=2

Me (AB) & AB et AM sont colinéaires < il existe un réel ¢ tel que AM =t AB

. . x-3 -2 x-3 -2t x=3-2t¢
Or, AM=tAB< | y=2 |=t| -2 || y-2 |=| -2t | y=2-2t¢
z—0 2 z 2t z= 2t

2. Soit (2) la droite d’équation paramétrique (de parametre t' € R) :

x= 1-4¢
y= 8+2¢
z=—22-147¢

(AB) et (2) sont-elles paralleles 2 Sont-elles sécantes ? (réponses a justifier)

D’apres’équation paramétrique de la droite (2), on peut déterminer un vecteur directeur de cette
-4
droite : d 2
-14

Les vecteurs d et AB ne sont pas colinéaires donc les droites (AB) et (2) ne sont pas paralléles.

Pour savoir si elles sont sécantes, on doit résoudre le systéme :
3-2t= 1-4¢
2-2t= 8+2¢
2t =-22-14+¢



—

6-4t= 2-81

6-61t= 24+61

2t =-22-147¢

En soustrayant les deux premiéres lignes du systéme, on obtient : 2 = =22 — 14 ¢’ : cela montre
que ce systeme de trois équations a deux inconnues est compatible, ce qui veut dire qu’il y aura
une solution unique (qui s’obtient en ne conservant que les deux premieres lignes du systéme), ce
qui veut dire que les deux droites sont sécantes.

On résout ce systéme, en soustrayant les deux premiéres lignes du systéme de départ: 1=-7-6t'

4 5
ce qui donne t' = -3 puis ¢ = -3

— -5
En remplacant t dans 'équation paramétrique de AB par e (ou en remplacant ¢’ dans I'équa-

. s + 4 . . s .
tion paramétrique de d par ——, on obtient les coordonnées du point d’'intersection de ces deux

droites (qu’ tnoté I) 1(19 16 10)

roites (quon peutnoté ) : [ | —; —; ——
d P 3 3 3

. Soient 27 et %, deux plans de’espace dont on donne les équations paramétriques (de parametres

u et v pour & et de parametres v’ et v’ pour 9%,) dans le repére % :

x=1+2u
y=u+v
z=2+u

et
x=2+u' +v
y=u
z= v

Déterminer I'intersection des deux plans (si elle existe).

Si un point M (x; y; z) appartient aux deux plans, il existe u, v, u’ et v’ tels que :
x=1+2u
y=u+v
z=2+u
et
x=2+u +v
y=
z= v
Ainsi, on est amené a résoudre le systeme suivant :
1+2u=2+u'+v
u+tv=u
2+u= v
C’est un systeme de 3 équations a 4 inconnues : I'idée est d’exprimer chaque coordonnée en fonc-
tion d’'un seul parametre; en remplacant u' et v’ par u+ v et 2 + u dans la premiére ligne, on

obtient: 1+2u =2+ (u+v)+(2+ u), cequi donne: v=-3

/

Reste a tout exprimer en fonction de u :

x= 1+4+2u
y=u+v=u-3
z= 2+u

Ainsi, I'intersection de ces deux plans est la droite passant par le point de coordonnées (1; -3; 2)
et dirigée par le vecteur ¥ (2; 1; 1).




Exercice7 : /5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité : exercice a rédiger sur feuille a part

Les deux parties sont indépendantes

Partie A - Restitution organisée de connaissances

On rappelle ci-dessous le théoreme de BEZOUT et le théoréme de GAUSS.

Théoréme de BEZOUT :

Deux entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si et seulement si, il existe un couple (u; v) d’entiers
relatifs vérifiant au + bv = 1.

Théoreme de GAUSS :
Soient a, b, ¢ des entiers relatifs.
Si a divise le produit bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

En utilisant le théoréme de BEZOUT, démontrer le théoreme de GAUSS.

Partie B

On rappelle la propriété connue sous le nom de petit théoréme de Fermat :
«Si p est un nombre premier et g un entier naturel premier avec p, alors
g’'=1 (modulop)».

On considere la suite (u,,) définie pour tout entier naturel 7 non nul par :

u,=2"+3"+6"-1.
1. Calculer les six premiers termes de la suite.
2. Montrer que, pour tout entier naturel » non nul, u,, est pair.

3. Montrer que, pour tout entier naturel » pair non nul, u, est divisible par 4.
On note (E) I'ensemble des nombres premiers qui divisent au moins un terme de la suite (u;,).

4. Les entiers 2, 3, 5 et 7 appartiennent-ils a 'ensemble (E) ?

5. Soit p un nombre premier strictement supérieur a 3.
a. Montrer que : 6 x 2P=2=3 (modulo p) et 6 x 3P=2=2 (modulo p).
b. En déduire que 6u,—» =0 (modulo p).

c. Le nombre p appartient-il a 'ensemble (E) ?



