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Exercicel

Représentations graphiques %) et %, des fonctions fj et [

Partie A

1.

X

Puisque lim e " =0,ilvient, lim fi(x)=1
X—+00 X—+00

Puisque lim e " =+oo,ilvient, lim f;(x)=0

X——00 X—>+00
Graphiquement cela signifie que les droites d’équation y = 0 et y = 1 sont deux asymptotes hori-
zontales a 6] au voisinage respectivement de moins et plus l'infini.

X X

Al = e*x1 et e
! _ex(1+e‘x)_ex+1_1+ex
—e ¥ e

fl=

C(Q+e ™2 (1+e )
Cette expression étant toujours strictement positive sur R, il en résulte que la fonction f; est stric-
tement croissante sur R.

1 1 ax
I:f fl(x)dxzf © dx= [ln(1+ex)](l)=ln(1+e)—ln2=ln(%)
0 0

1+e*

I s’'interpréte graphiquement comme la mesure en unité d’aires du domaine limité par 6, I'axe
des x et les droites d’équations x = 0 et x = 1. C’est l'aire du rectangle de coté 1 et de longueur

l1+e
In (T) qui vaut a peu pres 0,62 unité d’aire (ce qui se vérifie visuellement sur I’annexe).



Partie B
P(x; ilx)) et M(x; f-1(x)). K estle milieu de [MP].

L AW+ 1w e* N 1 e +1
. X _ X) = = =
! ! ef+1 e*+1 e*+1

_ymtyr i)+ fa) 1
-2 2 T2

2. yx

1
Le point K est donc un point de la droite d’équation y = >
3. Il résulte de la question précédente que les deux courbes sont symétriques par rapport a la droite
1
d’équation y = >

4. Soit &/ I'aire du domaine considéré. Par symétrie entre les deux courbes, on obtient

! 1 ! ! l+e
d:zf fl(x)——dxzzf fl(x)dx—f dszln(—)—l:(),24.
0 2 0 0 2

Partie C

1
1. Vrai: Quel que soit ke R, e **>0=>1+e ¥ >1250< — <1.
1+ekx

2. Faux:On avu que la fonction f_; est strictement décroissante sur R.

. . 1 . 1l -5 . . .
3. Vrai: Carsi k> 10 alors _Ek < -5 puise” 2" < e par croissance de la fonction exponentielle et

1 _
enfin1+e 2¥ < 1+e75.

Finalement :
1

1 1
0,99 < 0,9933 < < = fl=
ST4ed T e ik fk(z)




Exercice?2

On consideére la suite (u,) définie par 1 = 1 et, pour tout entier naturel n,

Up+1 =V 2Up.

1. On considere 'algorithme suivant :

Variables : n est un entier naturel
u est un réel positif
Initialisation: Demander la valeur de n
Affecter a u la valeur 1

Traitement : Pour i variantde 1 a n :
| Affecter a u la valeur v2u
Fin de Pour
Sortie : Afficher u

. Ona:uy=1, u1:\/2u0=\/§, u2:\/2u1:\/2\/§et

us = /2up = \/2\/2v2=1.8340 210~* pres

. Cet algorithme permet le calcul du terme de rang n.

.

D’apres le tableau des valeurs approchées obtenues a I’aide de cet algorithme pour certaines
valeurs de n, on peut conjecturer que la suite (u,) est croissante et majorée par 2.

Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, 0 < u, < 2.

e Initialisation

Onauyg=1doncO0<uy<2

e Hérédité

Supposons qu’il existe un entier naturel 7 tel que 0 < u;, < 2.
Ona:0<u,<200<2u,<4©0<V2u,<4e0<uy1 <2.

¢ Conclusion

O<uy<2

Si0o<u,<2alors0<u,+; <2.

D’apres ’axiome de récurrence on a pour tout entier naturel n, 0 < u, < 2.

. Déterminons le sens de variation de la suite (u;,).

Up+l — Up = V2Up — Up =+/Up (\/z_ vV un)
Or, on a prouvé que pour tout entier n, u, < 2, donc /i, < V2 etdonc v2 - Vi, >0
Ainsi, /Uy [\/E — /Uy est un produit de deux facteurs positifs : il est positif.

On en déduit que pour tout entier naturel n, u,+) > u,; (4,) est une suite croissante.

. Onvient de prouver que d'une partla suite () est strictement croissante et que d’autre part

elle est majorée par 2.
Ceci démontre que la suite (u,,) est convergente.

3. On consideére la suite (v,,) définie, pour tout entier naturel n, par v, =Inu, —1In2.

a. Pour tout entier naturel n, par v, = Inu, —In2 donc en particulier :

vo =In(ug) —In2=In1-1n2=-1n2
On a aussi pour tout entier naturel n,v,,+1 = Inuy,1 —In2, mais u,+1 = vV2u5.

1 1 1
Alors: vy41 =Inyv2u; —1In2 = 3 (In(u;) +1In2)—In2 = 3 (In(u,) —1n2) = Ev"

1
On peut en conclure que la suite (v,) est la suite géométrique de raison 3 et de premier
terme vy = —1n2.



1 n
b. On déduit de ce qui précede que pour tout entier naturel n, v, = —In2 (5) .

u u
v, =In(u,) -In2 < ln(?n) v, 7" =eln o u, =2e"n.
On obtient finalement : 1, = 2¢~"@(3)"
1 n
c. Comme — € [0;1], lim (—) =0et lim (v,)=0
2 n—+oo\ 2 n—-+o0o
On sait que lin(l) (e¥) = 1, alors par composition des limites : lim (e”") =1 et finalement :
X— —+00
lim (uy) =2
n—+oo

d. L'algorithme ci-dessous permet d’ afficher en sortie la plus petite valeur de n telle que u,, >
1,999.

Variables : n est un entier naturel
u est un réel
Initialisation: Affecter a n la valeur 0
Affecter a u la valeur 1
Traitement : Tant que © < 1,999
Affecter a u la valeur v2u
Affecter a nlavaleur n+1
Sortie : Afficher n




