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Proposition de corrigé

Exercicel :

On considere la fonction f définie et dérivable sur I'intervalle [0 ; +ool par

1.

flx)=xe ™.

Déterminer la limite de la fonction f en +oo.
X

. . e .X . oo Cx
D’apres le cours, lim — =+o00; donc lim — =0ce qui équivauta lim xe " =0.
X—+o0 X x—+oo e¥ X—+o00
Donc lim f(x)=0
X—+o00
Déterminer la dérivée f’ de la fonction f sur [0 ; +oo[ et en déduire le tableau de varia-
tions de f sur [0; +ool.
La fonction f est dérivable sur R donc sur [0; +oco[ et:
flf)=1xe +x(-1xe)=e*—xe*=1-x) e~
Pour tout réel x, e * > 0 donc f'(x) estdusignede 1—x; f(0)=0et f(1) = e 120,37
D’ot le tableau de variation de la fonction f sur [0; +oo[:

X 0 1 +00
f'(x) + -
e—l
f
0 0

On donne en annexe la courbe € représentative de la fonction f dans un repére du plan. La
droite A d’équation y = x a aussi été tracée.

Partie B

Soit la suite (u,) définie par 1y = 1 et, pour tout entier naturel n, u,4+1 = f (uy).

1.

2.

Placer sur le graphique donné en annexe, en utilisant la courbe € et la droite A, les
points Ay, A; et Ay d’'ordonnées nulles et d’abscisses respectives 1y, u; et uy. Laisser les
tracés explicatifs apparents.

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u, > 0.

Soit £, la propriété u, > 0.

* 1y =1>0donc la propriété est vraie au rang 0.
* On suppose la propriété vraie au rang p > 0, c’est-a-dire u, > 0.
Pour tout réel x, e™* > 0 donc pour tout réel x >0, xe™* > 0 donc f(x) > 0.

Orupi1 = fup) et up>0 (hypothese de récurrence) ; donc f(u,) > 0 et donc Ups1 >
0.

La propriété est vraie au rang p + 1.

e La propriété est vérifiée au rang 0, et elle est héréditaire pour tout p > 0; elle est
donc vraie pour tout n > 0.



On a donc démontré que, pour tout entier naturel n, u; > 0.

3. Montrer que la suite (u,) est décroissante.
—x<0 <= e *<ed
— e *<l1
<~ xe*<x carx>0
— f(x)<x
Donc, pour tout x > 0, f(x) < x; or, pour tout n, u, >0 donc f(u,) < u, ce qui veut dire
que u,4+1 < Up. La suite (1) est donc décroissante.

croissance de la fonction exponentielle

4. a. Montrer que la suite (u,) est convergente.
La suite (u,,) est décroissante, minorée par 0, donc, d’apres le théoréme de la conver-
gence monotone, la suite (u,,) est convergente.

X =x.

b. Montrer que la limite de la suite (u,) est solution de 'équation xe™
Un+1 = f(up); comme u, est convergente vers un réel , en « passant a la limite »

dans cette égalité, du fait de la continuité de la fonction f, ona a = f(a).

Ainsi, la limite de la suite (u;) est solution de 'équation f(x) = x c’est-a-dire xe ™ =
X.
Résoudre cette équation pour déterminer la valeur de cette limite.

On résout I'équation xe™*

=Xx:
xet=x <<= x(e*-1)=0 <= x=0oue *-1=0
< x=0oue =1 x=00u—-x=0

Donc la limite de la suite (u,) est égale a 0.

Partie C
On considere la suite (S,) définie pour tout entier naturel n par

k=n
Sn= ) Up=ug+ui+:+up.
k=0

Compléter I'algorithme donné en annexe afin qu'’il calcule Syo.

Exercice?2 :

On considere I'équation (E7) :

er—x"=0

ol x est un réel strictement positif et 7 un entier naturel non nul.

1. Montrer que I'équation (E;) est équivalente a I'équation (E>) :

X
In(x)——=0.
n



e¥—x"=0 < ef=x"
<~ In(e*) =In(x")
— x=nln(x)
X
— —=Inx)
X
— In(x)—-—=0
n
Donc les équations (E7) et (E2) sont équivalentes.

. Pour quelles valeurs de n I'’équation (E;) admet-elle deux solutions ?

L'équation (E;) admet deux solutions si et seulement si I'équation (E») admet deux solu-
tions.

X
Soit f la fonction définie sur I =]0; +oco[ par f(x) = In(x) - p résoudre I'équation (E»)
revient donc a résoudre I'équation f(x) =0.

Cherchons les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de définition :
ligol In(x) = —c0

par somme
= li f(2) = ~o0
lim—=0 0
x—0n
X In(x) 1
f(x) =In(x) — — peut s’écrire x( W _ —) pour tout x de 10; +oo[.
n X n
. In(x) . In(x) 1 1 par produit
lim =0= lim -—=-—x<0 In(x) 1
X—=+oo X X—+oo X n n lim x( - —) =—c0o<— lim f(x)=
llm X = 400 X—+o00 X n X—+00
X—+o00
—00
. - , 1 n—-x
La fonction f est dérivable sur I et f'(x) = ——— = .
X n nx

f'(x) s’annule et change de signe pour x = n et f(n) =1In(n) — n_ In(n) - 1.
n

D’oti le tableau de variation de la fonction f :

X 0 n +00
n—x + -
f'x) + -
In(n) -1
f(x)
—00 —00

D’apres ce tableau de variation, 'équation f(x) = 0 admet deux solutions dans ]10; +oo [
si et seulement si le maximum de la fonction f est strictement positif, c’est-a-dire quand
In(n)—=1>0:

Inn)-1>0«<— Inn)>1 <<= n>e << n>3

Donc on peut dire que I'équation (E;) admet deux solutions si et seulement si n est un
entier naturel supérieur ou égal a 3.
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Annexe de I'exercice 2 a rendre avec la copie

Partie B - Question 1

Partie C

Déclaration des variables: S et u sont des nombres réels
k est un nombre entier

Initialisation : u prend la valeur 1
S prend la valeur u
Traitement : Pour k variantde 1 a 100

u prend la valeur u x e™"

S prend la valeur S + u
Fin Pour
Afficher S




